
1 Grafy
Graf to uniwersalna struktura danych, która składa się z wierzchołków (ang. vertices, nodes) oraz łączących je kra-
wędzi (ang. edges). Wierzchołki mogą reprezentować dowolne obiekty, zaś krawędzie—relacje pomiędzy nimi. Grafy
wykorzystywane są w licznych dziedzinach informatyki i życia codziennego—od modelowania sieci komputerowych,
przez systemy rekomendacji, aż po mapy drogowe czy media społecznościowe.

Wyróżniamy różne typy grafów:

• skierowane (ang. directed), gdzie krawędzie mają kierunek (np. zależności między zadaniami);

• nieskierowane (ang. undirected), gdzie relacje są symetryczne (np. połączenia drogowe);

• ważone, gdzie każda krawędź ma przypisaną wagę (np. koszt, odległość);

• spójne, gdzie każda para wierzchołków jest połączona ścieżką;

• cykliczne i acykliczne, w zależności od obecności cykli.

Graf można przedstawić na różne sposoby: jako macierz sąsiedztwa, listę sąsiedztwa, czy za pomocą struktur wskaź-
nikowych. Na ćwiczeniach przyjmujemy reprezentację wskaźnikową (dynamiczną).

Z grafami wiążą się istotne zagadnienia algorytmiczne, takie jak:

• wyszukiwanie ścieżek (DFS, BFS),

• wykrywanie cykli,

• znajdowanie minimalnego drzewa rozpinającego (MST),

• wyznaczanie najkrótszych ścieżek.

Zrozumienie i umiejętność manipulowania grafami jest niezbędna w algorytmice i programowaniu.

1.1 Zadania
Załóżmy następującą reprezentację grafu:

struct Node {
int vertex; // Numer wierzchołka sąsiada
Node* next; // Wskaźnik do następnego sąsiada

};
struct Graph {

int numVertices; // Liczba wierzchołków
Node** adjLists; // Tablica wskaźników do list sąsiedztwa

};

Powyższy kod tworzy graf jako tablicę wskaźników do list sąsiedztwa. Każda lista to łańcuch węzłów Node, które
wskazują na sąsiednie wierzchołki. Kolejne wierzchołki grafu oznaczane są kolejno od 0 do numVertices - 1.

✏ Napisz funkcję tworzącą graf o zadanej liczbie wierzchołków.

Graph* create_graph(int vertices) {
// Uzupełnij kod tutaj.
return nullptr;

}

Przykładowe wywołanie funkcji tworzące graf z pięcioma wierzchołkami:

Graph* graph = create_graph(5);
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✏ Napisz procedurę dodającą krawędź skierowaną do wskazanego grafu.

void add_edge(Graph* graph, int src, int dest) {
// Uzupełnij kod tutaj.

}

Przykładowe otworzenie grafu z pięcioma wierzchołkami oraz siedmioma krawędziami:

Graph* graph = create_graph(5);
add_edge(graph, 0, 1);
add_edge(graph, 0, 4);
add_edge(graph, 1, 2);
add_edge(graph, 1, 3);
add_edge(graph, 1, 4);
add_edge(graph, 2, 3);
add_edge(graph, 3, 4);

✏ Napisz funkcję, która sprawdza, czy istnieje krawędź między wierzchołkami src a dest.

bool has_edge(Graph* graph, int src, int dest) {
// Uzupełnij kod tutaj.
return false;

}

✏ Napisz funkcję, która przyjmuje numer wierzchołka i zwraca jego stopień (tj. liczbę sąsiadów).

int get_degree(Graph* graph, int vertex) {
// Uzupełnij kod tutaj.
return 0;

}

✏ Zaimplementuj procedurę usuwającą krawędź z grafu.

void remove_edge(Graph* graph, int src, int dest) {
// Uzupełnij kod tutaj.

}

✏ Napisz procedurę wyświetlającą graf jak w poniższym przykładzie:

0: 4 -> 1 -> nullptr
1: 4 -> 3 -> 2 -> 0 -> nullptr
2: 3 -> 1 -> nullptr
3: 4 -> 2 -> 1 -> nullptr
4: 3 -> 1 -> 0 -> nullptr

void print_graph(Graph* graph) {
// Uzupełnij kod tutaj.

}

✏ Napisz funkcję, która sprawdza, czy w grafie skierowanym znajduje się cykl. Wykorzystaj przeszukiwanie w głąb
(ang. DFS) i stos rekurencji do wykrywania powrotu do już odwiedzanego wierzchołka w aktualnej ścieżce. Stos
rekurencji odwzorowuje bieżącą ścieżkę DFS.
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bool contains_cycle_directed(Graph* graph) {
// Uzupełnij kod tutaj.
return false;

}

Przykładowy test:

Graph* graph = create_graph(4);

// Graf skierowany: 0 -> 1 -> 2 -> 3 -> 1 (cykl!)
add_edge(graph, 0, 1);
add_edge(graph, 1, 2);
add_edge(graph, 2, 3);
add_edge(graph, 3, 1);

print_graph(graph);

if (contains_cycle_directed(graph))
cout << "Graf skierowany zawiera cykl.";

else
cout << "Graf skierowany nie zawiera cyklu.";

✏ Do następnego zadania należy zmodyfikować kod, aby graf był nieskierowany oraz ważony. Pierwszą zmianę
realizujemy poprzez dodanie krawędzi w drugą stronę w procedurze add_edge. Drugą poprzez dodanie wagi do węzła:

struct Node {
int vertex;
int weight; // NOWE: waga krawędzi
Node* next;

};

oraz reimplementację procedury dołączającą krawędź do wskazanego grafu:

void addEdge(Graph* graph, int src, int dest, int weight) {
...

}

Napisz program, który dla zadanego nieskierowanego i spójnego grafu ważonego znajdzie minimalne drzewo rozpinające
(ang. MST), czyli zbiór krawędzi łączących wszystkie wierzchołki przy minimalnej łącznej wadze. Zastosuj algorytm
Kruskala (oparty na sortowaniu krawędzi).

Minimalne drzewo rozpinające (ang. MST) to podgraf wskazanego grafu, który jest spójny (każdy wierzchołek połączo-
ny), acykliczny (czyli drzewo), zawiera wszystkie wierzchołki grafu oraz ma najmniejszą możliwą sumę wag krawędzi.
MST nie istnieje dla grafu niespójnego—nie da się połączyć wszystkich wierzchołków jednym drzewem.

Algorytm Kruskala (skrótowo, bez optymalizacji Union-Find):

1. Sortuj krawędzie według rosnącej wagi.

2. Zainicjalizuj pustą listę krawędzi MST.

3. Iteruj przez posortowane krawędzie i dla każdej krawędzi:

• Sprawdź, czy dodać ją do MST bez tworzenia cyklu:

– Jeśli dodanie krawędzi tworzy cykl, pomiń tę krawędź.

– Jeśli nie tworzy cyklu, dodaj ją do MST.

3



4. Powtarzaj aż MST ma V − 1 krawędzi (gdzie V to liczba wierzchołków).

Zaimplementuj funkcję, która: (a) wypisze krawędzie tworzące MST; (b) zwróci łączną wagę drzewa.

int kruskal_mst(Graph* graph) {
// Uzupełnij kod tutaj.
return 0;

}
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